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УДК 517.53/.57 
ПРОСТРАНСТВА БЕРГМАНА, ХАРДИ И СОПРЯЖЕННЫЕ К НИМ 
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(Южный федеральный университет), 

Г.Ю. РЯБЫХ 

(Донской государственный технический университет) 


Доказано, что пространство Н; строго нормировано, а Н, не является ни строго нормированным, ни 
равномерно выпуклым. Найден общий вид линейных функционалов над пространством Н! и над 
метрическими пространствами Н В ‚0<р<1. 


Ключевые слова: пространство Харди, пространство Бергмана, экстремальная функция, линейный функ- 
ционал. 


Введение. Основными результатами работы являются: пространство Харди не равномерно 
выпукло и не строго нормировано; пространство Бергмана М’ строго нормировано; дано 
аналитическое представление ограниченных линейных функционалов над пространством 
Бергмана. 

Основные определения и вспомогательные результаты. 0, ={2еС:|2|<г}р=ДО, 


а, (б)={2еС:2-6|<г}; Т, ={2еС2|=Г},Т =Т,, @с - плоская мера Лебега; линейный 
1 я ы 

функционал /,(х) = = [хоао; пространство Н/,: множество аналитических функций в области 
ПЪ 

р, принадлежащих пространству [,(2),0<р<; пространство Н,: множество функций, 

аналитических в области ДР, с конечной величиной 


Ир 
ое Е р 
|®], = Ш Ы |6(2)| ох ‚0<р<о. 


Определение 1. В-пространство назовем равномерно выпуклым, если из |х,|= |у„|=1 и 


ХУ), 


5 —1 следует, что |х,-у,|-0. 














Наряду с равномерной выпуклостью в дальнейшем окажется полезным понятие строго 
нормированного пространства. 

Определение 2. Пространство называется строго нормированным, если из равенства 
|х+у|= |х|+|И|| следует, что х =Су,С>0. 

Определение 3. Функцию ! (|/|=1), принадлежащую В -пространству, назовем 
экстремальной функцией (ЭФ) линейного функционала / = В”, если /(!) = |||. 

Теорема Т. Если У -— равномерно выпуклое пространство, то для любого линейного 
функционала из И” ЭФ существует и единственна [1]. 


Теорема П. Если для линейного функционала к =5- ка" существует ЭФ ЕЁ, то 
пт 


О. 


почти всюду на 7 выполняется И ЕЕ) 


5) - В, ое. ХЕН, [2]. 
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Основные результаты. Теорема 1. Пусть Х - строго нормированное банахово пространство и 


/(х) - линейный непрерывный функционал, определенный на этом пространстве. Если 
существует функция, на которой достигается экстремум функционала, то она единственна [3]. 
(х) 
Доказательство. Пусть ГеХ и /(/) = зи Ти. т] 
[жа | |Х 








Предположим теперь противное, т. е. что существует еще одна функция 9 =СЕ (С - 
некоторая постоянная) такая, что |9|<1 и /(9)=|/|. Так как /(х) — непрерывный линейный 
функционал, то |/(х)|<|/|-|х|. И поэтому экстремум функционала достигается только для 
функций с нормой, равной единице, т. е. |!|=|9|=1. Из-за строгой нормируемости Х и условия 
9 =С! следует: 





Е+ад 
2 


1 
<ЦиН9р, 


<1, но Г и д - экстремальные элементы /(х) , значит, 








+9 
и, следовательно, 




















(> ы °- = (КР) +/(9)) = |. 


+9 


Е 
То есть — тоже экстремальныи элемент, но его норма строго меньше единицы. Полученное 





противоречие и доказывает теорему. 
Теорема 2. Пространство Н; — строго нормированное. 
Доказательство. Пусть мы имеем случай равенства в неравенстве треугольника, т. е. 


Ги(е 9 = [ПИ(дав + 92а. 
Поскольку |/(2) + 9(2)|< 1(2)]+ |9(2)], то из 
[Ре + 92] - Г) - вас =0 


следует, что почти всюду |/(2)+9(2) |= |1 (2) +|9(2)], и из этого равенства следует, что 
агдо! =агдд почти всюду. Выбирая теперь в области |2] <1 подобласть, в которой #(2)=0 и 
9(2) =0, что можно сделать вследствие аналитичности функций, получаем, что агд! / 9 =0, а 
тогда в этой области П///д=С>0, так как мнимая часть логарифма равна нулю и, 
следовательно, в этой области 
Г(2) = С9(2) (1) 

Пространство строго нормированное, так как с учетом теоремы единственности 
аналитических функций равенство (1) можно распространить на весь единичный круг. 

Теорема доказана. 

Теперь докажем теорему об общем виде линейного функционала над пространством Н,, 


полученную Х.Х. Бурчаевым и В.Г. Рябых [4], используя идею доказательства [5]. 
Теорема 3. Для того, чтобы выражение вида 


1 Е 
/.(х) = т — [[х(К2) (2) 
в>1-0Д р 
было линейным функционалом над пространством Н’, необходимо и достаточно, чтобы 


‚СЕО. 





ГЕ 
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Доказательство. Необходимость. Пусть хеН,, а /, еН/ . Замечая, что х(К2) сходится по 
норме пространства Н, к х(27) , имеем: 


(х(Е)) = ит „(х(В?0)) = ит и Г веда - 





= т, =| (в?! [ке = Им, (кг) В2) ао. 





— 1 
Здесь «(Е2) = / ‚ ЕО, В <1. 
ре Е 

Е Е 
Отсюда (Ё = ге*,2=ре*) «’(В2) =28/| |. Следовательно, 
да ( ре®) ®’(Е2) р д 
(28 Ч<(Е) 
ее КЕ) 11 (1-Е): |^ 














21 
ея т [Рю $96. 


(2-21 (|2) 2" 


. | 





Здесь Р - ядро Пуассона. 


Таким образом, 








+ А р 
<4|/ 


Необходимое условие доказано. 
Достаточность. Для упрощения вычислений доказательство проведем при несущественном 
ограничении на функцию х(7), именно: х(0)=0, хеН,. 


Пусть теперь ®’(2) < С / (1 = |2 ‚ Воспользуемся равенством 


(а И 2 жд?) =-22х(Е2)®(Е2) + Ю (: = НА ]х(Кг)ь(Е2). 


На его основании выводим, используя формулу Грина: [25 20а = 5: га 7 
т 


Е | [2х(Вг)о(Е2)ао| = < 
>11 1 





= ыы 6. -|2[) 5 (К2бо 





«Сива, < Се, х 


Теорема доказана. 
Найдем аналитическое представление общей формы линейного непрерывного 
функционала над пространством Н 0<р<!1. 


Положим 
|, = ед ах 2 =ге”,0<0<2х, 4(2) = аб. (3) 
При О<р — величина (3) не является нормой но имеет место неравенство: 
ны; И; +9, „если И(2), 9(2) из Н. 


Предварительно докажем ряд лемм относительно функций из пространства М,. 


В дальнейшем потребуются следующие определения. 
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Определение 4. Функция /(2), заданная и непрерывная в замкнутом круге |2|<1 и 
аналитическая в открытом круге |2 < 1, принадлежит: 

а) классу Л,А, если она удовлетворяет условию зир,,, +1» | Е(е“)-Е(е”?) |= О(в®) , где 
0 <а<1 (условие Липшица); 

6) классу Л.А, если она удовлетворяет условию | (е'®*”) — 21 (е”) + Г(е'®”) = О(В) 


(условие Зигмунда). 
Определение 5. Пусть функция /(7) определена и аналитична в единичном круге |2 <1 


и 2 (2) =». а,2“. Тогда 
а) дробная производная порядка В>0О функции /(7) есть функция 


Е (7) = Уа, Е - 
К=0 К 


6) дробный интеграл порядка В>0 функции Ё __ есть функция 


7 


и ха ие 


Лемма 1. Если функция /!(2) = Н, и 0<р<д<о, то 
1 2—2 2 а 
[1-2)Р р| фе") арав <=. 
0 0 


С, ||, 


Доказательство. В силу оценки [6] |и (2) <———__, С, = СПЕ, 
(1-2? 


для функций из Н, имеем: 


‘0 < СЫ е*) 46. 
(1-р)” о ° 


2 
29-2 
Умножая обе части этого неравенства на р(1-р)? ар и интегрируя по р от нуля до 





фе”) 


единицы, получаем: 
1 2: | 
[4-2 ре") араб < С ИЕ, <=> 
0 0 

Следовательно, так как 


1 292 2 а 1/2 24-2 2 ей 
[1-р)” р[|Г(ре")| арае= [(1-р)Р р| ре”) арав + 
0 0 0 0 





1 242 2 о 1 242 21 А 
+ [@-р)” р||Ифе”)] ара8 < М+2[(1-р)? р||(фе”)| арае 
1/2 0 0 0 





1/2 202 2 
(М = Га —р)Р” Р| ре”) ра ), то лемма доказана. 
0 0 





1/т 
Положим М, (р,Г) = Е Г | (2) а-‹2) ‚ где 0<п<о, 0<р<1. 


П |7 <р 
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Лемма 2. Пусть функция /!(2) = Н, и 0 <р<д <. Тогда 
1 293 
[(1-р)7 Ма (р, К)ар < ®. 
0 


Доказательство. Имеем, на основании теоремы Фубини, что 
1 


г аз. В 0.19 Че 24-3 
[1-ру ар" (е") ва = [|"(е°) Е | (1 р)? ар< 
0 0 


0 |4 


<] [24 е 2) [а в в? | (ве” ав. 
р о 


1 2 ор | 1 22 р 
Отсюда [(1-р)?” [|(е“)' в < у [24 Е: 2] [@-07 Ге". 
0 0 0 
Умножим обе части этого неравенства на @0 и проинтегрируем его по 0 от нуля до 2х. 
Применяя теорему Фубини и лемму 1, получаем: 
1 2. 3 Р2п | 
[@-2)” ар| [Ее ва <=, 
0 00 
что и требовалось доказать. 
Лемма 3. Если функция #(7) аналитична в единичном круге |2|<1, то при 0<9<1 
справедливо неравенство 


1 
Пит Я (Из) < К(@,В) [(1 р) Ма (р, Гар, К(9,В) = сопяь, 
0 
Эта лемма доказывается аналогично следующей теореме работы [7]. 
Теорема 4. Если функция /(7) аналитична в единичном круге |2] <1, а 0<4<1, то 


имеет место неравенство 


[то я и з(ге”) 49 < К(а, ВГС - уе" а 6, К(а,В) = сопз, 
0 0 0 


г51 2 


Лемма 4. Пусть функция /!(2) = Н, и0<р<9<1, 0<в<.-2_2. Тогда 
р 


(2) ЕН, 9 = Р/1-й р 


Доказательство следует из лемм 2 и 3. 
Теорема 5. Если ф есть ограниченный линейный функционал в пространстве 


Н,, 0 <р <1, то существует единственная функция 9(2) , аналитическая в круге |2| <1 ‚ такая, что 
Е ео 
мет; И) (еде) (4) 


При этом, 1) если 2/(т+1) <р<2/т,т=2,3,..., то 9"”?(2)е Л.А, где а=2/р-т; 
2) если р=2/(т-+1), то 9"?(2) ЕЛА. 

Обратно, 1) для любой функции 9(7), аналитической в круге |2] <1, и такой, что 
9"? (2)е^,„„А, предел (4) существует для всех функций /(2) из Н,, 
2/(т+1) <р<2/т, т=2,3,..., и определяет линейный ограниченный функционал в 
пространстве Н,; 2) любая функция 9(7) такая, что 9"? (7) еЛ,А ‚, определяет, согласно (4), 
ограниченный линейный функционал в пространстве М,, р=2/(т+1). 

Доказательство. Докажем прямое утверждение теоремы. 
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Пусть ф - ограниченный линейный функционал в пространстве Н, и 
(2) =Ъ, [(2К +2), К=0,1,.... Тогда 


М ‹. 
(р+2)е 


откуда следует, что функция 9(2) = В” аналитична в единичном круге |2] <1. 


Кг = МР, = 


Для фиксированного р такого, что О0<р<1, положим Е (2) = Ё(р’2), и пусть 


Е(2) = а. ЕН, . Так как Г,(2) есть равномерный предел частичных сумм соответствующего 


ей степенного ряда, и линейный функционал ф — то 


№ 
Е = Жу К рт 
Ф(Е,) И (ар "2 )= >, ыР- 5Р 
Но № (2) >/(2) по норме Н’, при р >1 [8]. Следовательно, 


$(г) = т а 1 | Уа, —>ь, 2*0(2) = И 72) 9()ав(2). 


121<рк=0 Пр 








Е 5" И 
Таким образом, показано, что ограниченный линейный функционал в пространстве ви 
имеет вид: 


и) = 5 Пива (в2)ао(2) (5) 


где функция 9(7) аналитична в единичном круге |2 <1. 
Докажем свойства функции 9(7) в представлении (4). 
1) Пусть 2 / (т+1) <р<2/т, т=2,3... и 
т 
46" {1-62 (1-62) 
Найдем значение функционала ф от функции Е (2). Получаем 





(т) 
Е) = Дева) =; | а = 9(2)с(2) = 


12 <р П < \К=0 6 


ыы П у я 2>ь,2 )вобе)= 
[2|<р 


р 2 К=т-1 
ы 0" (В 
2 2 





тр” 9” (р’С) = о. 
р> 


Отсюда следует оценка: 


1/р 1/р 
ПИ 214 с(7) 1 2п4с(7) 
9" (2)|<2]Ф] |2 (2), <2 фм" ни $6. = || = 
ее, 2 Е т ;] д Е | 





ы 1-2 ||} 40 
-с, [ 2гаг Ее Г Г) 


«| 


Ир 
2паг | = 21) | с, 2. 


аи (т+1р-2 


о—,.. 
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Используя эту оценку, получаем, что |9‘” (<) = О (( - 5”, а это возможно тогда и 
только тогда, когда 9”? (б) ЕЛА, а=2/р-т [9]. 


т+1 
2) Если р=2/(т+1), то полагая, что Е(2)= ит —— 


равенство 90 (1-6), которое имеет место тогда и только тогда, когда 


‚ аналогично получаем 


9"? (ОеЛ,А [9]. 
Докажем теперь обратное утверждение теоремы. 
1) Пусть 2 / (т+1) <р<2/т, (2) еН,, 9" 3(2) ЕЛА, а=2/р-т. Убедимся, что при 
этих условиях существует конечный предел 
Ш [7 (2)9(2)4в(2) , 


«р 
и что отображение 
гит [[2(2)9 (22) 


< 
определяет линейный ограниченный функционал в пространстве М). 


Положим 


+(р*) = Ак Е и 5р”, 1-5 (2) = (2729 (2))°9 = УВ (К +т-2)..К=*. 
К=1 


Составим выражение 


ыы г [е- 19 а (ге®ур- 5 (ге- рае = >» Бр? = [зы 


ИЯ 
[2 <р 





Е ”") — а,бур = (ч(р*)р’)' - азБ.р. 


Отсюда 
Сбор?’ = [е-®Е „(геи (ге эрзага + а,Вур. (6) 
2 <р 
Так как 9“”?(2)е Л.А, то легко видеть, что и №“”^(2)еЛ,А. Тогда имеет место 
неравенство: 
|1 (2) а а (7) 


Из равенства (6) и неравенства (7) следует, что 





2п 
ру 8 (а умы Гы ие") ад + вв < 
ло 


«241 -)м | (ге )агав + [в,В,| < 


<2С, (1 — р)!" М (р, у) + С +|а, В. |, С. = зир (8) 


Умножая обе части неравенства (8) на @р и интегрируя по р от нуля до единицы, в силу 








2) Пусть теперь р=2/(т+1), 9"?(2)еЛ,А. Из равенства (6) при 1/2<р<1 
вытекает, что 


|и(р?)р?) < — 





+ а, |, (9) 





[60 
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где С(2) = 28" ®(2) = 2(2"`*9(2))" и Е(2)=К„.,(2)еН,, на основании леммы 4. А из 


условия 9”? (7) ЕЛ,А следует [9], что 


6(2)=0((1-[ |). (10) 
Заметим также, что 
6240 = [26 (2)00, (11) 


К 


в чем легко убедиться, полагая А(7) = — А и: (7) = т В,7“ и выполняя соответствующие 
К=0 К К=0-К у 


операции над функциями Ё(7) и С(27). 
Из неравенства (9) и равенства (11) вытекает, что 


|и(р?)р?)' 


а из (10) следует неравенство 





2п 
- Не [би (Ра + а), 
оо 


еси, < 
Следовательно, имеет место оценка 
|и(р?)р?)' 


где Р/(2)еН.5 По лемме 4. 





4С 
< а - р) м (РР) + |асб. +С., 


Отсюда, аналогично предыдущему случаю, получаем, что Итаи(р) < ©. Теорема доказана. 
р> 


Теорема 6. Пространство №, не является строго нормированным. 


Доказательство. От противного. Из теоремы Т вытекает, что, если пространство строго 
нормировано, то у линейного непрерывного функционала над пространством Н, может быть 


только одна ЭФ. 
Получим противоречие этому утверждению, построив линейный функционал, имеющий 
более одной ЭФ: 


ал, -з 
(х) = 5 ри СЕ. 

Очевидно, что |/|=1, так как, с одной стороны, |/(х)|<|х|, и, одновременно полагая 
здесь  х(К=-Р (|-2|=1 ), получаем  (/(х)=1; с другой стороны, если 
О=КЕ+9)(1+ 00), 4 с С, то |= [+ 1+ а, а 

д. 
зач [1+ |901] + та) 
| ы |- ы. (+) ват=1= ||. 


1+9] м/т 1+9] 
Таким образом, ЭФ функционала /(х) не единственна. 





Теорема доказана. 
Теорема 7. Пространство М, не является равномерно выпуклым. 


Доказательство. От противного. Предположим, что пространство равномерно выпукло. Из 
этого предположения следует, что, если / = Н, , то функционал / имеет ЭФ. 
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Получим противоречие этому утверждению, приведя пример линейного функционала из 
Н, ‚ у которого нет ЭФ. Для этого воспользуемся примером из [2]. Положим (т) =1 при тет, и 


(т) =0 при теТ \у; Ту>0, а,В -— концы дуги у; /(х) = >= исдвходс. 
дг 








Очевидно, |/| = зир >= ридат. А при использовании теоремы из [2]: 
Мн = |2“. 
|= м и.. в)  а(®)| < в) - 1-1 
аеН,, == 2 ы 





В плоскости И/ возьмем отрезок длиной л-2л&, =>0, и окружим его аналитическим 
контуром Ё длиной 2л . Функция И/ = (7) осуществляет конформное однолистное отображение 
Р на тЫ, причем такое, при котором точки о и В переходят в противоположные концы 


В 1 
диамера области, ограниченной [ . Ясно, что 5 "9+ =|и 
пт 


И К+= № - +855 


1 
2 








№оа т 





1 Е =. 
Последнее, в силу произвольности =, указывает, что |/|= 5, а иЁи.л7.|5-а| достигается 


при а(т) = ь Но тогда из теоремы П вытекает равенство ь Еат = оО это означает, что 
2 2 2 


Е (хат вещественна на Т ‚т. е. Ё(т)=0. 


Полученное противоречие и доказывает теорему. 
Доказательство окончено. 
Выводы. 1. Пространство Н; строго нормировано. 


2. Общий вид непрерывного линейного функционала в пространстве Н, следующий: 


Ф(Р) = | | Е(В2)9(Е2)9с(2). 
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ВЕВСМАММ АМО НАВОУ 5РАСЕ$ АМО СОМЗОСАТЕ ОЕ ТНЕМ 


\.С. ВКУАВУКН 

(боцегт Редега! Уптмег$Ку), 
С.У. ВУАВУКН 

(Роп Зае Тесптка! Упмег®Ку) 


1 5 ргоуед та Н, зрасе 5 топоу поёте4, апа Н, [5 пейпег ягопоу поётед, пог ипотту сопуех. 
А $апаага Ююгт оЕ пе [пеаг Рипсвопа6 оуег Ну зрасе апа оуег тес зрасез о! Н Е ‚ О<р< 1, 5 аеегттеа. 


Кеуигогаб&: Нагау 5расе, Вегдтапп зрасе, ехета! ГипсНоп, Ппеаг Гипсйопа/. 


24 


